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Введение. Двухвыборочные результаты регистрации некоторых специфических 

событий обычно заносят в таблицы сопряженности, простейшая разновидность кото-

рых имеет размер 22× , или в более сложном случае — )1(2 +× m , где m – натуральное, 

превышающее единицу. Это могут быть таблицы “случай – контроль”, различающие-

ся по действию небольшого набора причинных факторов, или же результаты сравне-

ния двух факторных групп, члены которых могут иметь два типа эффектов или более. 

На практике подобные сопоставления приходится производить в самых разных об-

ластях науки и техники, например, при изучении технологического брака, в социоло-

гических и психологических исследованиях, генетике, при анализе когорт в эпиде-

миологии и т.п., то есть всюду, где наблюдения за состоянием единичного объекта 

можно описать категориальной переменной 0 или 1. В теории обработки данных по-

добного типа введен специальный термин “статистика объектов нечисловой приро-

ды” [1].  Целью описанного анализа обычно является сопоставление долей наступле-

ния изучаемых специфических событий  p1 и p2 в двух однородных выборках путем 

оценки разности 12 pp −  или отношения 12 pp . Однако до определения этих показате-

лей, в первую очередь, необходима оценка статистической значимости наблюдаемых 

отличий. В рамках частотного подхода для этого используется критерий “хи-квадрат” 

Пирсона, с помощью которого оценивается вероятность регистрации значительного 

отклонения фактических наблюдений от некоторых средних или “ожидаемых” вели-

чин. При этом приходится производить расчет вероятности, оперируя ее “ожидае-

мым” распределением, которое отражает некую процедуру усреднения по обеим вы-

боркам.  

Структура таблицы сопряженности 
Эффект  

Да Нет 
 
Σ 

Выборка 1 a1,1 a1,2 N1 

Выборка 2 a2,1 a2,2 N2 

Примечание: 
;; 2,21,222,11,11 aaNaaN +=+=

21,2211,11 ; NapNap ≈≈ . 



 
Это нетрудно показать. Действительно, пусть некоторые целочисленные результаты 

наблюдений представлены четырехпольной таблицей (m = 1). В соответствии с из-

вестной практикой применения метода Пирсона к четырехпольным таблицам [2], ста-

тистика хи-квадрат с одной степенью свободы рассчитывается как сумма четырех за-

висимых слагаемых 
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где величины jia ,
~ — введенные Пирсоном нецелочисленные “ожидаемые”  абсолют-

ные частоты наблюдений. Они формально определяются из нулевой гипотезы H0 о 

возможном отсутствии различий в выборках (H0: p2 = p1), предполагающем совпаде-

ние относительных долей изучаемых событий как в каждой отдельной выборке, так и 

после их объединения: 
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Используя это определение, нетрудно показать, что сумма четырех слагаемых (1), в 

действительности, может быть тождественно сведена к единственному слагаемому 
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где −= 21,22 Nap эмпирическая оценка доли специфических событий во второй вы-

борке; −= 11,11 Nap  в первой выборке; −)~(),~( 12 pVarpVar  дисперсии “ожидаемых” до-

лей при условии статистической независимости выборок и нормальной аппроксима-

ции биномиального распределения событий по клеткам таблицы 

( ) iiii NpppVar ~1~)~( −⋅= . Исходя из формулы (3) можно говорить о единственной степе-

ни свободы для случайной величины 2χ . Для принятия решения о справедливости 

гипотезы H0, в качестве меры традиционно принимается вероятность p-value событий 

с 22
крχχ > , где 2

крχ  определяется по формуле, аналогичной (3), но с подстановкой кон-

кретных данных, наблюдаемых в таблице сопряженности. При этом сама случайная 

величина 2χ  трактуется в качестве квадрата  от центрированного, нормированного и 

нормально распределенного случайного отклонения. Таким образом, и множеству 0H , 

и дополняющему его множеству 0H  формально ставится в соответствие одно и то же 



одномерное распределение величины 2χ , что позволяет утверждать об использова-

нии постулата   p-value = ( ) ( )001 HdataPHdataP =− , принимаемого на веру. 

 Такова давняя и почти общепринятая практика [3]. Однако можно заметить, что 

поиск различий в выборках путем оценки их однородности по величине вероятности 

p-value в случае применения к таблицам сопряженности обладает рядом недостатков. 

Главные из них – ненаправленность тестируемой гипотезы, а также – оперирование 

ненаблюдаемой плотностью вероятности. Можно указать и на некоторое смещение 

оценок, вызванное отклонениями распределения долей 1p  и 2p  от обычно предпола-

гаемого нормального распределения, а также — несоответствием числителя знамена-

телю в формуле (3). 

 На недостатки меры p-value указывают также и более простые, но в то же время 

более значимые доводы. Нетрудно видеть, что при обращении к метрологически бо-

лее оправданной байесовой статистике, являющейся альтернативой по отношению к 

частотной (3), величина ( )0HdataP  по своему смыслу является условной. Более адек-

ватной условной мерой отклонения была бы достаточно малая величина другой веро-

ятности ( )dataHP 0  при том, что ( )dataHP 0  и ( )0HdataP  не совпадают по величине в 

общем случае. Между отмеченными показателями есть связь, определяемая извест-

ной теоремой Байеса: 

( ) ( ) ( ) ( )000 HPHdataPdataPdataHP ⋅=⋅  .    (4) 

В силу того, что множества 0H  и 0H  не пересекаются и вместе образуют абсолютно 

достоверное событие, нетрудно точно вычислить априорные вероятности ( )0HP =1 и 

( )0HP  = 0, поскольку гипотеза (H0: p2 = p1) описывается множеством меры ноль при 

любых непрерывных априорных распределениях величин 1p  и 2p  генеральной сово-

купности. Это хорошо видно в двумерном пространстве состояний, образующем 

квадрат со стороной 1. Гипотезе H0 точно соответствует диагональ этого квадрата. 

По этой причине в согласии с формулой (4) и с учётом неравенства ( ) 1<dataP  всегда 

имеем ( )>dataHP 0 p-value, то есть вероятность ошибки гипостазирования в действи-

тельности всегда превосходит оценку p-value. Более того, из второго (аналогичного) 

тождества Байеса в отношении гипотезы H0  

( ) ( ) ( ) ( )000 HPHdataPdataPdataHP ⋅=⋅     (5) 



следует, что вместе с ( ) 00 =HP  выполняется ( ) 00 =dataHP , а также ( ) 10 =dataHP  не-

зависимо от достигнутого значения p-value ! Мы приходим к парадоксу, следствием 

которого является вывод о том, что традиционно определяемая величина p-value в 

процессе оценки таблиц сопряженности никогда не является мерой истинной веро-

ятности отклонения от нулевой гипотезы, причем последняя всегда равна 100%. 

 Каким же образом возможно устранение парадокса? Очевидно, он порождается 

исключительно условием ( ) 00 =HP . Априорная вероятность исследуемой гипотезы 

может не быть равной нулю только в двух случаях: 1) при смене самой  гипотезы; 2) 

при отказе от непрерывности априорных распределений, то есть при отказе от поня-

тия генеральной совокупности. С практической (метрологической) точки зрения 

представляется наиболее разумным изменить гипотезу. А именно, чаще всего истин-

ной целью статистического исследования является обоснование значимости наблю-

даемых различий между выборками, а не отсутствия таковых. Поэтому в процессе 

традиционной оценки стремятся обнаружить именно малость p-value. Так не лучше 

ли оперировать, например, гипотезами о наличии тренда 121 : ppH >  и/или противопо-

ложной ей 1H , если эмпирические данные указывают на аналогичное соотношение 

долей? Тогда для любых неинформативных априорных распределений 

( ) ( ) 5,011 == HPHP . Это видно на квадрате пространства состояний. Парадокс исчезает. 

Предлагаемая методика исследования гипотезы H1. Отмеченные выше не-

достатки традиционного подхода к оценке событий могут быть исправлены одновре-

менно в рамках подхода Байеса, если рассматривать выборочные распределения до-

лей 1p  и 2p , которые задаются на отрезке непрерывными бета-функциями [4], отра-

жающими учет байесовой априорики. Подход менее удобен для вычислений, чем ис-

пользование нормального распределения, но позволяет избегать неоправданных 

предположений о возможности наблюдения событий 0<ip  и 1>ip , свойственных 

традиционному. Тогда все целые числа эмпирической таблицы наблюдений становят-

ся фиксированными параметрами распределений, а переменные 1p  и 2p — либо пе-

ременными состояния в фазовом пространстве случайных реализаций, либо оценками 

последних. Например, если принять 12 pp −=η , то плотность вероятности по η  будет 

определяться интегралами 
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где −⋅⋅ )(),( 21 ff плотности распределения долей специфических событий в выборках. 

В этом случае областью естественной случайной изменчивости разности долей можно 

считать околомедианную зону с долей вероятности, например 90%, а края распреде-

ления вблизи 1±≈η  будут соответствовать вероятностям по 5%. Выход за указанные 

квантили можно условно считать неслучайными отклонениями. Заметим, что только 

одна из двух неслучайных областей окажется соответствующей по знаку гипотезе 1H  

и знаку эмпирически наблюдаемой разности. Например, при исследовании гипотезы 

H1 о превышении 12 pp >  по аналогии с мерой p-value можно ввести байесову вероят-

ность ε  для события 12 pp < . Тогда при уровне значимости (уровне принятия реше-

ния) %5<ε  условно допускается считать событие 12 pp >  неслучайным. Нетрудно 

показать, что на практике при оценке случайности повышения риска справедлива 

численная формула: 

τττε dFf )()( 2

1

0
1 ⋅= ∫ ,      (7) 

где −)(2 τF кумулятивная функция бета-распределения специфической доли для вто-

рой выборки. Заметим, что выражение (7) не только вытекает непосредственно из со-

отношений (6), но и соответствует общим рекомендациям применения статистик ин-

тегрального типа при обработке “объектов нечисловой природы” [1]. По смыслу пре-

дыдущих обозначений ( )dataHP 1=ε . Если формула (7) дает оценку 5,0>ε , то эмпи-

рические данные не согласуются с предположением 12 pp >  и следует воспользовать-

ся дополняющей вероятностью ε−1 , что всегда при данном определении ограничива-

ет вероятность ошибки величиной 50%, в отличие от традиционной меры p-value, 

способной приближаться к парадоксальной отметке 100%. Широкое распространение 

средств вычислительной техники и соответствующего программного обеспечения де-

лает проблему вычисления интеграла (7) разрешимой практически всегда. При необ-

ходимости интеграл может быть точно сведен к конечной сумме, если использовать 

тождество Клоппера–Пирсона, связывающее формулы биномиального и бета распре-



делений [5]. Например, предполагая справедливым априорно равномерное распреде-

ление оценок долей до проведения измерений, получим апостериорную оценку  
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Метод подсчета вероятности ошибки суммированием гипергеометрических вероятно-

стей напоминает “точный” односторонний тест Фишера для таблиц сопряженности 

[6], но принципиально отличается от него тем, что нами проверяется иная гипотеза, 

причем в рамках подхода Байеса. В качестве примера на рисунке 1 приведены расчет-

ные кривые двух бета-распределений оцениваемых долей и распределения их разно-

сти (см. преобразование (6)) для следующей таблицы данных: пять случаев из 12 про-

тив пяти случаев из 38. Очевидно, ε-ошибка здесь довольно мала. Это ясно по вели-

чине площади под кривой “в”, которая соответствует отрицательной абсциссе. Под-

счет интеграла (7) приводит к оценке %5%89,1 <=ε , что указывает на неслучайность 

наблюдаемых различий. 

 
Рис. 1. Распределения оценок долей в выборках 
(кривые “а” и “б”). Плотность распределения ве-
роятности (ПРВ) наблюдения разности долей в 
выборках (кривая “в”; композиция). 

 
Заметим, что процедура оценки по формуле (7) формально выполнима даже в тех 

случаях, когда количество наблюдаемых событий меньше 5, включая нуль, либо при-

ближается к объему выборки. Обычно тест-конкурент “хи-квадрат” в таких ситуациях 

выполнять вообще не рекомендуется ([6], со ссылкой на работу Кокрэна), так как 

дискретное биномиальное распределение наблюдаемых событий при использовании 

частотного подхода уже не может быть хорошо приближено непрерывным нормаль-

ным распределением. Наш подход свободен от этого недостатка. Незначительные 



проблемы с численной оценкой величины ( )dataHP 1=ε  могут возникнуть только при 

работе с очень большими выборками, когда численные алгоритмы подсчета бета-

распределения дают погрешность из-за переполнения разрядной сетки при вычисле-

нии факториальных величин. Эта трудность преодолевается благодаря тому, что для 

достаточно объемной статистики наблюдений центральная часть всякого бета-

распределения стремится к нормальному. Аналогичная тенденция наблюдается и в 

отношении разности случайных бета-величин. В частности, это хорошо видно на 

рис. 1 (кривая “в”) даже для редких событий. Учитывая независимость долей p1 и p2 

для двух выборок, математическое ожидание и дисперсия разности могут быть вы-

числены точно даже для бета-величин и их композиции: 
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 С этой точки зрения в случае большого объема собранной статистики вполне 

работоспособна аппроксимация 

{ }( )1212 ,,0 ppVarppNorm −−≈ε ,      (10) 

где { }( )−xVarxxNorm ,,  кумулятивное нецентральное нормальное распределение. 

Аналог и прототип рассмотренного тестирования. У данного способа 

оценки гипотезы о наблюдаемых различиях существует прототип [7], известный как 

статистический критерий *ϕ , построенный на принципе нормализующего углового 

преобразования Фишера, а также аналог [8] — метод Уэлча сравнения двух средних 

(формула 10). Однако по сравнению с прототипом изложенный метод точнее работает 

вплоть до нулевых и предельных чисел “случаев” в одной из выборок. Это обстоя-

тельство может представлять особый интерес для практикующих статистиков. При 

121, >>→ ii Na  оба метода сопоставимы по качеству. Метод Уэлча позволяет восполь-

зоваться таблицами нормального распределения или распределения Стьюдента. При 

этом так же, как и в методе Уэлча, нет необходимости контролировать совпадение 

дисперсией, в отличие от подхода Стьюдента. Есть и различие — в предлагаемом ме-

тоде центральная оценка разности долей стремится к медиане, а не среднему арифме-

тическому, поэтому соотношение (10) является только аппроксимацией, но не отра-

жает существо подхода. Интересно также отметить, что в предельном случае при ана-



лизе четырехпольных таблиц при условии плохой достоверности различий и доста-

точно объемной статистике наблюдений величина ε примерно равна половине p-value 

или немного превосходит её, что соответствует так называемой “one-tailed p-value”. 

Необходимость отличать эту величину от обычного “double-tailed p-value” подчерки-

валась рядом авторов программного обеспечения [9]. При достоверном различии вы-

борок оценки p-value и ε  уже заметно не совпадают, имея расхождение до несколь-

ких порядков величины. Существенные различия между p-value и ε  наблюдаются 

также для тех таблиц, где анализируется сравнение выборок более, чем по двум фак-

торам или эффектам. 

Работоспособность ε-оценок при множественном сравнении. Рассмотрим 

преимущество корректного определения гипотезы и метода ее проверки на конкрет-

ном примере. Пусть в результате некоторого ограниченного исследования “случай-

контроль” в двух разных выборках, отличающихся по некоторому эффекту, выпол-

нялся поиск связи с пятью независимыми факторами (таблица 1). Результаты занесе-

ны в таблицу так, что для каждого фактора указано количество случаев его наблюде-

ния в соответствующей выборке. Требуется установить, достоверно ли отличие двух 

выборок по пяти факторам одновременно. Это обстоятельство устанавливается по 

малой величине групповой вероятности ошибки в отношении изучаемой гипотезы.  

По правилам применения теста “хи-квадрат” в силу независимости факторов 

суммарная величина “хи-квадрат” равна арифметической сумме аналогичных вели-

чин )1(2
iχ  с одной степенью свободы для каждого фактора. Общая практика работы с 

таблицами [2, 3, 6] диктует, что если распределение )(2 mΣχ  известно, можно найти p-

value ( )mmChisq ),(1 2
Σ−= χ , где ( ) −⋅ mChisq , кумулятивная функция распределения “хи-

квадрат” с m степенями свободы. 

 

Таблица 1. Результаты множественных сравнений 
 

Независимые факторы  Численность 
Ni №1 №2 №3 №4 №5 

Выборка 1 100 50 33 97 64 62 
Выборка 2 100 70 53 86 81 44 

“Ожидаемые”  100 60 43 91,5 72,5 53 
p-value(1) — 0,39% 0,43% 0,53% 0,71% 1,1% 
ε(1) — 0,20% 0,22% 0,26% 0,36% 0,55% 

 



Несколько иным является алгоритм оценки ε-ошибки. Отнесение всех наблю-

дений по всем факторам к выделенной группе будет достоверно только в том случае, 

если оно достоверно по каждому в отдельности. Тогда общая достоверность оценива-

ется произведением всех iε−1 , где 5,1=i . Следовательно, ( )∏
=

Σ −−=
5

1

11
i

iεε . 

Оба подхода, очевидно, должны давать некоторые расхождения в оценках ве-

роятности хотя бы потому, что соответствуют разным множествам в пространстве со-

стояний. Если в случае m = 1 такая разница невелика, то с ростом размерности таблиц 

она не может оставаться незамеченной. Для приведенной выше таблицы результаты 

анализа составили: 02,382 ≈Σχ ; p-value = %107,3 5−⋅ ; %6,1=Σε . Достоверность разли-

чий на уровне значимости 5% здесь наблюдается по обоим тестам, однако пять по-

рядков разницы заставляют задуматься о том, какой же из тестов неадекватен? Оче-

видно, отличие вероятностей отражает здесь не только разницу гипотез, если исходно 

ставилась одна и та же цель оценки достоверных различий.  

Заметим, что анализ значений p-value по каждому фактору в отдельности, то 

есть для одной степени свободы, указывает на близкую к пограничной достоверность 

теста для рассмотренного примера с учетом так называемого правила Бонферрони 

[10]. В качестве яркого примера уместно указать и на имеющийся опыт практических 

изысканий комбинаций генетических маркеров, предопределяющих выработку пато-

генного белка LDL-C [11]. В них установлено, что фактическая относительная часто-

та 3,1…6,5 % для лиц с высоким уровнем белка LDL-C в популяции почему-то сильно 

превосходит математические оценки p-value 75 1010~ −− ÷  (феномен утерянной насле-

дуемости), то есть практически такие же, как и в нашем примере. Все это указывает 

на реалистичность ε-оценок и излишний оптимизм тестирования по показателю p-

value для многопольных таблиц сопряженности признаков. Однако сама величина 

“хи-квадрат” по определению работы [12] все же сохраняет смысл  меры близости 

двух точек в фазовом пространстве большой размерности.  

К истории вопроса о применении теста “хи-квадрат” к оценке кросс-

табулированных данных. Уместно отметить, что в самой первой работе [12], посвя-

щенной статистике “хи-квадрат”, нет ни одного упоминания о возможности ее при-

менения к оценке таблиц сопряженности. И это понятно, поскольку автором теста 

была проанализирована устойчивость показателя, как некого среднего по множеству 



наблюдений координатных пар { }ii yx , , где одна из координат имеет строго нормаль-

ное распределение. Тестировалась при этом гипотеза о наличии линейного тренда, но 

вовсе не нулевая гипотеза, практика оценки которой в дальнейшем парадоксальным 

образом сложилась при исследовании таблиц сопряженности. Пирсон не предлагал 

применять свой критерий для одной такой пары, так как сумма нормированных квад-

ратов отклонений данных от наилучшей линейной модели была бы в таком случае 

равна нулю, бессмысленно приводя к якобы безошибочному принятию трендовой ги-

потезы. Практика применения теста “хи-квадрат” для нулевой гипотезы к кросс-

табулированным данным связана, по-видимому, с работами У. Юла (см. обзор [6], 

глава 33) именно по этой причине. Позднее она была поддержана также авторитетом 

Р. Фишера [13]. В дальнейшем мера “хи-квадрат” использовалась С. Кульбаком [2]. 

В частности, в его работах и в публикациях Пирсона встречается выражение (1). 

Оценка Кульбака определена как разность экстремумов функционалов максимально-

го правдоподобия, то есть при вычислении статистики “хи-квадрат” Кульбак факти-

чески опирался не только на гипотезу H0, но и на некую трендовую гипотезу, из-за 

чего “хи-квадрат” уже не являлся исключительно мерой нулевой гипотезы. 

К сожалению, чтобы сохранить преемственность с публикациями [6, 12, 13], он был 

вынужден использовать понятие “ожидаемых” распределений. Использование “ожи-

даемых” абсолютных частот jia ,
~  приводит к тому, что оценки jiji aa ,,

~−  в формуле (1) 

уже не являются центрированными случайными наблюдениями, то есть статистика 

2χ  в приложении к таблицам сопряженности не имеет распределения хи-квадрат, не-

смотря на совпадение названий. Роль нецентральности возрастает с увеличением раз-

мера таблиц, поэтому смещение оценки p-value по сравнению с “истинной” вероятно-

стью может очень большим для таблиц )1(2 +× m  уже при m > 3. Это нетрудно заме-

тить, например, в эпидемиологических исследованиях выборки, разбитой на m неза-

висимых страт, отличающихся уровнем воздействия одного и того же фактора. 

Сомнения в универсальности меры p-value в оценке табличных данных уже не-

однократно были опубликованы в ряде недавних работ [14–17], но пока что в разде-

лах “дебаты” и “точка зрения” [16, 17]. Недостатки предлагалось исправить путем 

применения подхода Байеса, который в данном случае, по мнению авторов публика-

ций, должен практически сводиться к ужесточению уровня принятия решений с 5 % 

до 0,1 % или сильнее. Из нашей публикации следует, что дело здесь не в уровне зна-



чимости. Сама нулевая гипотеза противоречит подходу Байеса, благодаря чему не 

следует принимать на веру сами расчеты вероятности, а также интервальные оценки, 

предложенные Пирсоном для таблиц сопряженности. 

Выводы. Таким образом, в работе показано, что при исследовании кросс-

табулированных категориальных наблюдений тест “хи-квадрат” не следует без огра-

ничений использовать для доказательства статистической значимости больших от-

клонений от нулевой гипотезы, так как принятие последней приводит к внутренним 

противоречиям при попытке учета априорных вероятностных свойств объекта изме-

рения. Чтобы сохранить смысл и внутреннюю непротиворечивость статистического 

теста, основную гипотезу следует адекватно изменить. При исследовании таблиц раз-

мера )1(2 +× m , где 1≥m  – количество независимых факторов или эффектов, в качест-

ве иной гипотезы практически всегда может быть использована гипотеза о значимо-

сти наблюдаемого соотношения долей в выборках. В частности, она вполне может 

быть оценена в рамках подхода Байеса. Для многопольных таблиц сопряженности 

возможны и другие гипотезы, что приведет к смене критерия. Особенно это касается 

таблиц размера )1( +× mn , когда выполняется сравнение n выборок с m эффектами или 

факторами, например, когда эффекты являются зависимыми или конкурирующими. 

Предлагаемая методика может быть использована в различных областях науки и тех-

ники, опирающихся на статистические методы обработки категоризированных дан-

ных: в социологии, биологии и медицине, а также при исследовании причин техноло-

гического брака любых сложных производств. 
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